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代数多重网格（Algebraic Multigrid）简介

代数多重网格（AMG）是利用几何多重网格（Geometric Multigrid, GMG）的一些重要原则和理念发

展起来的不依赖于实际几何网格的多重网格方法。它继承了几何多重网格的主要优点，并且可以被用于

更多类型的线性方程组。本文将介绍 Classic AMG 的基本算法并忽略数学推导过程。

AMG 和 GMG 一样，使用 smoothing 和 coarse-grid correction 这两个步骤来更新方程组的解。求解

 一个最简单的两层方法流程如下：

1. 前光滑：使用给定的  作为初始解执行  步迭代法求解 , 得到 ;

2. 细网格残差限制投影：构造 restriction operator , 将残差  投影到粗网格

上： ;

3. 粗网格求解误差方程：构造粗网格系数矩阵 , 求解  , 其中  的初始猜测解为 0;

4. 粗网格误差插值投影：构造 prolongation operator , 将粗网格求解得到的误差  投影到细网

格上并校正 : ;

5. 后光滑：使用  作为初始解，执行  步迭代法求解 , 得到 .

AMG 和 GMG 的区别在于构造  和 . 由于 AMG 不依赖于任何实际几何网格信息，所以必须通过其

他方式来定义粗网格和构造 , 并且有 . 同时，一般使用 Galerkin operator 作为粗网格：

. AMG 将系数矩阵视作有向邻接表，将这个表对应的图作为细网格（当前层），并在其

上定义『粗网格』。下面我们只讨论 Classic AMG 的处理方法。

C-AMG 通过如下算法来构造粗网格：

1. 为图上每一个点赋权重，权重值等于其邻接的点的个数；

2. 选取当前图上未被分类的点中权重最大的点，将其加入粗网格格点集，将其所有邻居加入细网格格

点集；

3. 对于所有新加入细网格格点集的点，将它们的邻居的权重 +1；

4. 重复 2-3，直至所有点都被分配完毕。

下图是来自 Ref. 2 一个二维网格上使用 9 点 stencil 的网格用 C-AMG 构造粗网格的样例。圆圈中是网

格权重，红色表示每次选中新加入粗网格格点集的格点，黑色粗空心圈表示新加入细网格格点集的格
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点，蓝色表示新加入细网格格点集的点的邻居的权重更新。

C-AMG 中插值和限制投影算子的定义依赖于边权大小。 C-AMG 首先使用这个定义：

强依赖：给定阈值 , 我们称变量  强依赖于  , 如果满足以下关系：

.

这里有两点值得注意：

1. 根据定义，大于 0 的非对角元素会被忽略；

2. 即使  是对称的，也有可能出现  强依赖于  但  不是强依赖于 .

对于每一个格点 , 我们马上可以定义三个集合：

: 所有  强依赖的粗网格格点

: 所有  强依赖的细网格格点

: 所有  非强依赖的细网格格点

为了方便，我们讨论如何构造插值算子 . 对于 , 如果它本身是粗网格格点，那么不需要进行插值；否

则它使用  中的粗网格格点值进行插值修正（即  依赖于 ）。插值修正有四

步。
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第一步，把  的边权值『重新分配』给 :  . 下面的 Figure 5 是一个

示例，左右两列的  格点与中间的  的边权被累加到了  上。

第二步，对于  中的每一个点 , 统计它对相邻的  点的总『贡献』： .

第三步，对于  中的每一个点 , 将与之相邻的  的边权『重新分配』给 :

. 或者说，将  中每一个点的边权『重新分配』给与之相邻的  中

的点。

这里值得注意的是，如果  中的某个点  与  不相邻，则右端的 .

第四步，插值修正： , .

藉此，我们便成功定义了插值算子 . 下面是来自 Ref. 1 的一个示例：
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图中中心点为 , 待插值。N, W, S, E 四个点是粗网格点，NE, NW 是  强依赖的细网格点，SE, SW

是  非强依赖的细网格点，边上各数值为边权。上面的公式中：

公分母 ， 即 ;

第一行最后两项的两个 7 分别是  和 ;

第二行  前面的系数即为经过第三步边权重新分配以后新的边权。

ui ui
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这里另外有两个来自 Ref. 2 的计算插值系数的样例。Figure 4 中没有第一步，Figure 5 中没有第二、三

步。这三个样例我都用来测试过我的样例代码。

样例代码

为了确保我的理解是正确的，我自己动手写了一个代码，在这里. 我用它和之前写的 Geometric

Multigrid （代码, 文章） 进行了对比，测试表明这两者的收敛行为非常接近，也证明我的代码和理解没

有错。
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